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Série ni 

Exercice 1. Evaluer Terreur commise quand on prend pour valeur approchée du 
nombre réel (e) (base des logarithmes népérien) e = 2, 718. 
Exercice 2. 

1) Montrer qu en écriture décimale on a : 0,9999 99 = 1 

2) Calculer en écriture décimale le réel 0,8888 88. 

Exercice 3. Dans un calcul numérique on a y/ÏJffi a 2. Donner une majoration de 
1 erreur commise (utiliser le théorème des A. F). 

Exercice 4. Soient /V t et Q n _, les polynômes d'interpolation de / respectives aux 

points [x,, r 2) x n } et {*%, x 3i afe+i} Montrer que le polynôme d'interpolation 

de / aux points (r,,^, ,x n ,x n+l } est donné par ; 

P n ( X ) = frn-M - g) J»,-i(s) - ( g| - g^ig g) 

3\i4l - &l 

Exercice 5- 

1) Déterminer le polynôme d'interpolation de Lagrangc associé au tableau suivant: 

k 1 2 3 
Xk -1 1 
y* i 3 2 

où / est une fonction continue sur R et y fc = /( x *) 

s^ttoeTn^ "^^ dU P ° lyDÔme ^'interpolation cherché en résolvant un 

Exercice 6 . 

Soit «o < *i deux nombres réels distincts et soit e tel que < e < u - t a 
1) Expliciter un polynôme Pe de degré 3 tel que: 

Pe(i ) = Pe(t Q + e) = l 
Pefa) = p £ ( <1+£ ) =0 



Enwœ 



.2 

2) Si ip (t) =Hm Pc ( t ) , montrer que y (t Q ) = \, <p fo) = / ( fc ) = ^ ( É ,) = . 
Exercice 7. 

Soit Éo < f, deux nombres réels et soit p ,Pi,ft,,pi quatre nombres réels donnés . 
Nous cherchons un polynôme p de degré 3 tel que 

P(*u)=Po , p(h) = p\ , (a) 

où f/(t) est la dérivée de p au point i , 

1) Posons t = et «i = 1 . Représenter graphiquement le polynôme de degré 3 
vérifiant les relations suivantes: 

p(*b) = G\ P(*i) = l, jr*ft>)«o f p'(É!) = l (c) 

2) Soient y>o, ^1,^0,^1 les polynômes définies par; 

«*> - - '"Tir 3 '-' : mm - - "-'^tr 3 '" 

Vérifier que pour < = 0, 1, fffe) = l f *£) = ^J = ^ } = efc 

Représenter graphiquement les plynôraes ^ tp u xfo, Va lorsque t = et t, = 1. 
J) Montrer que les polynômes g* ^, Vo, A forment une base de P 3 que nous 
appellerons base cTHermite de type cubique associée à t et *,. 

4) Montrer que le polynôme 

P(«) = Po<M0 +Piv»i(t) +Po^oW +Pi*i(t) 

satisfait les relations (a) et (b). 

En déduire l'expression du polynôme p vérifiant les relations (cj. 

5) Soit e tel que < c < -*^S et soit p £ le polynôme de degré 3 tel que: 

pe{to) = pE(to + e) = 0, pefyjft = pe (f l+£ ) m 1. 

6) Calculer lira pe(t) et constater que l'on retrouve p, (t). 

<ri ,5^5 0btenh " t0UteS -l eS f ° nCti0nS de base termite par des procédés analogues? 
si oui, expliquer comment? & u ^>- 
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Exercice 8. 

1) Montrer que la différence divisée d'ordre un est symétrique 

2) Montrer que la différence divisée d'ordre deux est symétrique deux à deux. 

Exercice 9. 

Calculer les différences relatives aux tableaux suivants: 

fc 1 2 3 4 A: 12 3 4 5 

(/) x k 1 2 4 (/Y) x fc 1 2 3 4 

Î/A 1 1 2 5 y* 12457 

1) Déterminer les polynômes d'interpolation de Newton des tableaux (I) et (II). 

Exercice 10. 

1) Déterminer le polynôme d'interpolation de Lagrange associé au tableau suivant: 

A: 1 2 3 4 
x k -2-10 1 
y* 2 1 2 

2) Déterminer le polynôme d'interpolation de Newton associé. 

3) Comparer les polynômes d'interpolation de Newton et de Lagrange. 

4) Conclure, 
Exercice 11. 

On considère la fonction /(x) = sin — x 

1) Donner le polynôme d'interpolation P{x) de degré 2 associé à / aux points x x = 

t), 1, 2 

2) Donner l'expression de Terreur f(x) — P(x), 

3) Montrer que: 



!£(*)[ H/M -P«|< 



7T 3 



î gX( I -l)(x-2) 



Estimer l'erreur pour x = - et comparer la à l'erreur effective. 
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Correction des Exercices 

Exercicél: On utilise la formule de Taylor ou D.L au voisinage de de la fonction 
/(x) = expx 

f(x) = exps = 1 + x+ — + — + ? — — + 

2! ni (n + l)f 

+ °° 1 " i 

e — 2^ — , on commence par calculer les premiers termes de la suite u„ = Vj —, cette 

. fc=a ' *=,<> 

smte est croissante, u 3 = 2,6666; u 4 = 2,7083, u b = 2,7167, u^ = 2,718055 > 

!e-2,718| = | e -u 6 + u 6 -2,718|<| t i fl -2,7i8|-f-|e-u fl |<5,5 10- 5 + 2i 

1 fc=7 

n > 7, on pose v n = — 

n! 

^n + L 1^1 1 

r?i = i 111 

f- M 7! 8! + 9 + 10! + 



4=7 

i-QO 



E1<1 II 11 
=. *! " 7! 871 8 2 7! 



+ 



1 






1 1 

+ *7F + 



•) 



Q 

=> le - 2, 718| < 2,5 lO" 4 
Exercice2: 



etiwjj: 



1)0,9999 999... =9(10- 1 + 10 ~ 2 + 10" n + ) 

0, 9999 999... = 9 HT 1 (1 + 10 _1 4- lÛ" rt + ... 



= 9 10" 



"(î-io-O 



= 910-^=1 
10 



2)0,8888 888... = &{10~ l + 10" 2 + 10-" + ) 

0,8888 888... = 8 10" 1 (1 + 10" 1 + 10" n + ) 

Exercice3: 

On considère la fonction /(x) = yfx 

Le théorème des A.F=> f(x) - f(y) = (a; - y) f'(c) avec c S ]x, y[ , on va essayer de 

majorer Terreur sur l'intervalle ]4, 4,001 [ 

I/W-/WI- 1/(4,001) -/(4)|<10- 3 sup |/'(c)| 

4<c<4,001 

f {*) = ~^ d'où |/'(c)| < ± = 0, 25 Vc € 14,4, 0011 d'où |/(x) - f(y)\ < 2, 5 10~ 4 . 

Exercice4: 

P n -i est le polynôme d'interpolation de / aux points {xi»X2, »£«} 

Q n -x est le polynôme d'interpolation de / aux points {x 3 , x 3 , »»n+î} 

donc Vt = 2, n on a P„_! (a*) = <?„_] (x<) = /(x.) 

P f^\ _ ( J "+' ~ x)P»_,(x) - (g! -x)Q r «- 1 (x) 
or *nV*; 3~ " 

d'où P n (x<) = (X " +1 " *> P ""^) " <«' ~ *»-iv*> , /W 

pour i-1 P n (xx) = P n _, (x,) = /fa) 

pour i = n+l F n (x n+1 ) = Q n _ 1 (x n+I ) = /(x n+ i) 

on a montré que Vî m 1, n + 1 P„ (x,) = /(x,), de plus degP n = n, d'après 

l'unicité du polynôme d'interpolation , P n est bien le poLynÔme d'interpolation de / 
aux points [x u x 2t x n+l ). 

Exercice 5r 

1) Déterminons le polynôme d'interpolation'de Lagrange associé au tableau suivant: 



k 


x k 


Vk 


1 


-1 


1 


2 





3 


3 


1 


2 



soit (<pi,<fii,tps. 



a base de Lagrange de P 2 associée aux points ah. z 2 , i 3 . 



(i-i 2 )(i-j 3 ) 1 1 1 
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(x 2 -Xi){x 2 -xn) 

(X 3 - Xi) (X3 - X 2 ) l & * 

P 2 (x) = -^ + I x + 3 

2) Retrouvons les coefficients du polynôme d'interpolation cherché en résolvant un 
système linéaire. 

Soit P 3 (x) = ax 2 + bx + c,on a P 2 (-1) = 1, ft (0) « 3 et ftW = 2 
a — b + c = 1 / , q 1 

oH-6 + c = 2 l 

3 1 
donc le polynôme d'interpolation cherché est Pa(r)/ P 2 (x) = --x 2 -t- -x + 3. 

Exercice 6; 

Soit ta < Éi deux nombres réels distincts et soit e / < e < *i - t . 
cherchons un polynôme Pe de degré 3 tel que: 

Pefa) = ft(<o+e)«l 
Pefa) = Pc{tx+e) = Q 

c.à.d cherchons le polynôme d'interpolation de Lagrange Pe associé aux points (to,l) , fa -r ff , 1) » 

e, 0) 

soit f 0^1,^2,^3 la base de Lagrange de P 3 associée aux points £ .to + £* *i»*i + £ > 

nous avons: 

Pis (t) = Pe fa) <a> (t) + .ftr («o + *) Vi (*) + ^ (*i) V2 (*) + J* fa + e) Va <*) 

Pe(t)=¥>ofa + ¥>ifa 

,,* (t-to-g)(*-ti)(*-ti-g) 

(e)fa-*i+*)fa-*i) 
( . (-^ + Ci-£)(t-to-£)(^-t 1 )(e-r 1 -£)+Uo-rit-g){r-^)(^t 1 )(t-r 1 -,-y 

1 ' ' r(t -*i)(«d-*i-0(*o-*i+e) 

. . _ (t - tj) [t - ii - e) [(-t Q 4- < t - e) (t - f - g) 4- fa - t x ± g) (t - y 

U fi fa - *i) fa -*i -*)(*> -*i+e) ' 

. (t - ta) (t - ti - c) [etp ■ eti - rt + gCo - et + cfe - e 2 ) 



ETlWJi: 
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Pe (t) = (ir *') C g - *i - g) [3*o - *i - 2* -h g, 

^ftj = 2(e-t 1 )(3t -t 1 -2Q-2ft-t l ) a 

te.-*i) 3 

ttà 6(*-*i)(*o-0 

v w r — ra — » nous avons donc bie n 9' (*o) = ^ (ii) = o 

Exercice 7. Soit (%.*bftbft t ft l j4) G R 6 avec é < fc. Nous cherchons un polynô 
p de degré 3 tel que 

P(*o) = Po, p(fi) - Pi,p'(* ) = p' 0l p'(É ) = pi 

1> Posons t = /, - 1 = 0. Le polynôme p de degré 3 vérifiant 

p(0) = 0, p(l) = l t p '(0) = et p'(l) « 1 est p(t) m t 2 {2 - t) 
est représentée sur la figure 1. 

m "■■ 

Fie. 1: Représentation du polynôme p 



.... 



me 




^-^^;«.» = ^tM. 



*1 " h? 



Les vérifications sont faciles. Graphiquement/les polynô 
illustrés sur la finira 9 ' -, H ^ 



sur la figure 2. 



nomes ^o. y» 3 , tf , ^i sont 



F'G^^ascd'IIcrruitodceyp, 



cubique associai à * et *, . 

-0.2 
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3) Les polynômes <po, ip\, iJjq, $\ sont linéairement indépendants; en effet, consid- 
érons une combinaison linéaire nulle de ces quatre fonctions 

q[t) = ao<Po(t) + am(t) + a 2 *o(0 + Q3^i(«) = 0, VteR 

et montrons que oii =0, i = 1, 2, 3 et 4. En évaluant q(t) eu t = to (resp. t = £i). 

on obtient qq = (resp. ai = 0). 

Puis en évaluant tf(t) en t = ig et t = £j, on conclut que a? = 03 = 0. 

Puisque dim F3 = 4 alors un système de quatre polynôme de degré 3 libre dans P3 

forme une base de Pa . 

4) On obtient 

p(t ) = po <Po(t ) +P 1 ¥>i(*o) +Po >M'o) +Po ^i(*o)= PO 

=1 =0 =0 =0 

p'(to) = po v' o (t ) +j)! v'iCto) +Pi V-jCo) +p\ ip'Ak)=p' 

=0 =0 =1 =0 

en utilisant le point 2) . De même, on évalue p(t\) et p'(t\) pour conclure que ce 

polynôme vérifie les relations (a) et (b) . 

Le polynôme satisfaisant les relations (c) est donc: p{t) = if\{t) -+- ipi(t) = t 2 {2 - t) 

0)! ^ior 



5) Soit € e 



et soit ps le polynôme de degré 3 tel qiie: 



pe(t ) = ps{t + s) = , pc(tx) =pe(t l + *) = 1 



Considérons la base de Lagrange (4>j)*„ Q de P 3 associée aux points t , t + e, t l} ti-i- e. 
En utilisant les résultats du cours on peut écrire. 



.pe{t) = pe(io)0o(C)-*-p£(to + e)0i(t) + pe(ii)oi2W + Pe('i+f)03W 
.pe(t) = th(t) + fa{t)i avec 



(t-t )(t-t -e)(t- h -e) 
► W , (t-Jo)(*i-*o -*)(-*) l 

en réduisant au même dénominateur, nous obtenons 



ETlMiE 



I . 



P3(t) = & ~ 5°HJ - *o - £ )(~ 2t + 3*1 - fa + £ ) 
(*- t )(i, - t„ -£■)(«, -t +e) 

6) 

Les 3 autres fonctions de base d'Hermite peuvent être obtenues par des procédés 

SddïïL 6t; *" eXemP ' e ' ' a fonCti ° n ^ b8Se * 3 '° bUent M p0Sant ' au P oint 

pe(<o) = , P E(t + e) = , ,*(*,) „ o , pefo + e ) = e 

t^o.aSS fOD< f i0 f k (V0 Gt *»> d6 k baâe des Po'^ôme, de degré 3 pour l'in- 
terpolation d Herrmte s'obtiennent par symétrie, en échangent t, et t . 
Exercice 8: 

1) Montrons que la différence divisée d'ordre un est 8 ymétriqu e 
6v f„. % ),£fflhl! (*») _ î/ fo) ~ 8/ (»,) . , 

an-xo — î7-i; — "*M 

2) Montrons que la différence divisée d'ordre 2 est symétrique 2 à 2 

S^r^^f^^^r Symétri<!Ue 2 à 2 B sufflt de ■»■*» ««« : 
si on a ^fx T ^"S-f" 5 6t *»!»>*>** " «V*..*., *a) » effet 
S„7, ! * ( ?' "U^, = *" (1 ' 2 ' "HfO = 62 V fo - *»> *Ù alors on a-ara 

Montrons quetfy (*,, Ilîls j = «Vfo, *,,*£,) 

**—• ' - ^l^ 21 ■ ***** 

Montrons que:^ (xo, u, i 2 ) = p v ( Xli Xq< Xa) 
&V (ii, xo, x 3 ) = '?(">■**) -frfa.a.) 

X 2 — Xj 

* 2 y(ïi,x 0ï a: 2 ) = - 



(r 2 -a 






» te) - y (aro) 



^2 — x 



-fy(*i,aïo) 



»fa)-yfa) + »<xil-tt^ 



~*»(a=j 



x 2 - Xq 



.xo)] 



*a-*i fo»-so) *,_*„ ~(x 2 -x,)(x 2 -x„)-7^7 



E1WIE 
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(ii - ^û) 



(l2 - Xo] 



ô 2 y(x u XQ.x 2 ) = 






'x 2 - II) (^2 ~ *o) (_ X 2 - X l) (^2 " *o). 

(^2 - io) ( si - gg 



d'où ^(i^xq.is) = PyixQ^u^) 

donc on peut conclure que la différence divisée d'ordre 2 est symétrique 2 à 2 

Exercice 9: 

Cherchons les différences relatives aux tableaux suivants: 

x k yk &v &y Py 

1 



1 1 i 



H) 



_L 

12 



2 1 



4 S 



D'où P 3 (x) = l + -x(x-l)- -*(*-!)<* -2) 
„ . , . 2 3,1, 



p 3 (l) = 1 


- r + i r2 - v> x " 


Xk Vk 

1 


ày 
î 


6 2 y Py 6 4 y 


1 2 
' 2 4 


2 
1 


i 

5 i 
i 5 i 
5 i 8 



(") 



3 5 J 

2 

4 7 

D'où P 4 (x)-l + X + ~x(a;~ l)-ii(i-l)(x-2)4 ^x(x-l)(x-2)(i-3) 



1 



2 x -/ 3 x -, v -, 6 

ExercicelO: 

1) Déterminons le polynôme d'interpolation de Lagrange associé au tableau suivant: 



A: 


x t 


y* 


I 


-2 


2 


2 


-1 





3 





1 


4 


1 


2 
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soit (<fii><fti> t P9> , P4) k base de Lagrange de ¥ 3 associée aux points x i} X2,x 3t x 4 . 
Pi(x) m tp x (x) Vi + <fi 2 (x) 3/ 2 4 ip 3 (x) y- s + <p 4 (x) y A 
Pz(x) = 2pi (x) h- ip$ (x) + 2<p 4 (x) 

" ( "- (t"5'£"4t'-t> --;»^"»^c-D 

" 4 (I) - (* - *) £ - Q 6 - - 3 ) - 6* ( * + '> ( * + 2 > 

ft(*) - -*t(x - 1) (x + 1) - i (x + l)(x + 2)(x-l) + |*(» + l)(*+2) 

2)Cherchons les différences relatives au tableau suivant: 
x k Vk 6y ô^y 6 3 y 
-2 2 

-2 
-1 f 

1 

1 

1 

1 2 

le polynôme de Newton associé est le suivant: 

Q3(x) = 2-2(x42) + |(x + 2)(x + l)-L(x + l)( I ^2) 
13 

<?3(X) = --X 3 + -X + l 

4) Us deux polynômes sont égaux d'où l'unicité du polynôme d'interpolation. 
ExercicelX; 

^Cherchons le polynôme d'interpolation P( X ) de degré 2 associé a / aux point. 
On cherche P{ x ) tel que P( x ) = a ~a lX + ojx* avec P(0) = 0, M 1 ) = 1 et P(2) = 

P(0)=0=O„ i P ' 1) = 1 ==± . / "1+02=1 

W ^ t P(2)-0 ~M 2a,+4a 2 =0 => «> = 2, Oa - -1 

D'où P(x) = - x 2 + 2x 

2) £(x) = m - P (r) = fa^m (&) avec x (x) = x (x - 1) (x - 2) et & 6 [0, 2] 

3)On/W(x) = -^cos^x 
o 2 

d'où|£(x)| = |/(x) - P(r)| < g all p oos HJ K (x)| 

40 ïG[0.21 



2 
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T 



*(x-l)(x-2) 

3 



128 



\E(x)\ = \f(x)-P(z)\< 4g 

1 
L'estimation de rerreur pour x = - c est: 

£ erf = 0,242 

Calcul de l'erreur effective pour x = - 

/estimation de l'erreur est moins fine que l'erreur effective. 
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